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Stets sei G = (V, E) ein einfacher, ungewichteter Graph.

Definition. 1. Die Grad-Matrix von G ist definiert als D = D¢ := diag(dy,...,d,),
wobei d; = Grad(i) Vi € V.

2. Die Laplace-Matrix ist definiert als L = Lg := D — A mit der Grad-Matrix D und der
Adjazenzmatrix A.

Bemerkung. Die Laplace-Matrix lésst sich auch schreiben als L = (l;;) mit

d; fallsi=j
lij = -1 falls ) Nj
0 sonst

Lemma. L ist positiv semi-definit.

Beweis. Wir wahlen fiir jede Kante von G eine beliebige Richtung sowie eine beliebige Kanten-
reihenfolge. Sei R := (74¢) mit

—1 falls ¢ ein Ursprungsknoten von e ist
Tie = 1 falls 7 ein Zielknoten von e ist

0 sonst
Sei ferner I = (I’.) = RRT. Dann ist
ij

B 2

|E| pey T, fallsi=j
Bi=Y rarje=4-1-1  fallsi~j
k=1 0 sonst

Da fiir jede zu i inzidente Kante k gilt, dass ry, € {1,—1}, also r?k =1, ist 2@1 rfk gerade der
Knotengrad von i und somit L = L' = RRT.

Insgesamt gilt also 2" Lx = 2" RRTz = (R"z)T(RTz) = ||[RTz|]? > 0. O



Beispiel. Sei G der folgende Graph, wobei die Richtungen der Kanten nicht zum eigentlich
ungerichteten Graphen gehoren, sondern beliebig gewahlt sind, um den Beweis zu illustrieren,
ebenso wie die Ordnung der Kanten. Dann sind seine zugehorigen Matrizen L und R:

2 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 1 0
0o 2 -1 -1 0 0o 1 -1 0 0 O
L=10 -1 2 0 -1 R=]10 -1 0 0 0 1
-1 -1 0 3 -1 1 0 1 1 0 O
-1 0 -1 -1 3 o o o0 -1 -1 -1

Bemerkung. Da L symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell, und da L positiv semi-definit
ist, sind alle Eigenwerte nicht-negativ. Wir betrachten also geordnete Eigenwerte

vi(G) > 1a(G) > ... > 1,(G) >0

Tatséchlich ist v,(G) = 0, wie simples Nachrechnen von Lj = 0 mit j = (1,1,...,1)T ergibt.
Dies ist praktisch fiir die Betrachtung des Komplementargraphen:

Proposition 7.1.1. Sei G = (V, E) ein Graph und G = (V, E) sein Komplementdirgraph. Dann

gilt: v (G) =0 und v;(G) =n —vp—i(G) Vi=1,...,n—1.

Beweis. v,(G) = 0: Klar.

Sei {x1,...,z,} eine Orthogonalbasis von R" sodass Lgz; = vx; Vi = 1,...,n, und insb.
xn, = j (also eine aus Eigenvektoren bestehende Orthogonalbasis). Solch eine Basis existiert,
weil Lg symmetrisch und positiv semi-definit ist. Wegen

LéZTLE—LG—J,

wobei J = (1) € R"™" sowie der Orthogonalitét der Vektoren, also insb.

n
T T,
k=1

gilt dann
Lzxzi = (nE — Lg — J)zi =n-2; — Lgr; — 0= (n — v;(G))x; O

Satz 7.1.2. Die Vielfachheit von 0 als Eigenwert von Lg ist gleich der Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten von G.

(Beweis folgt spéter)

Lemma (Rayleigh-Prinzip). Fir die Figenwerte vi(G) > 15(G) > ... > vp(G) = 0 der
Laplace-Matriz Lg gilt:

et v

wobei Ry, (z) der Rayleigh-Quotient ist.



Beweis. ! Sei U € R™ " eine orthogonale Matrix sodass UT LgU = A = diag(v1(G), . .., vu(G))
Diagonalmatrix von L ist. Ein solches U existiert, da Lg symmetrisch und reell ist. Ferner sei
y = UTz. Dann gilt wegen der Orthogonalitit von U, dass ||z| = |ly|| und aukerdem:

2 Loz =2 UANU Tz =y Ay = Z Vk(G)|?/k‘2
k=1

Fiir den Rayleigh-Quotienten bedeutet dies, dass

TL n_ G 2 n 12
RLG<1‘) _ xT GT . Zk:_l Vk;( )‘yk’| _ Zyk(G) ’y]’

2 = Tl 2y 2

Nun kann Ry, (z) abgeschitzt werden:

RLG(m) = ka(G) |yj‘2 > (GQ) Z |yj| = vp(G)
2O 2 Ty 2
n 12 U n
Rig@) =Y m(@l < 1@ s~y e )
2 G = e 2

Insgesamt also v1(G) > R, (z) > vp(G). Da fiir einen Eigenvektor Lgx; = v;(G)z; fiir den
Rayleigh-Quotienten gilt, dass Ry, (x;) = v;(G), folgt nun

in R =, (Q).
o Le (7) = vn(G)

Indem man mit =1 j sicherstellt, dass x Eigenvektor zu einem ,anderen” Eigenwert als v, (G)
ist, folgt die Behauptung. O

Beweis des Satzes 7.1.2. Durch Einsetzen von

t'Lgr=x2"RR"z = |R"z|? = Z (T — my)?
{u,v}€E(G)

in das Lemma erhilt man

Ty — Tp)>
Un—1(G) = min Z M

m wli 2
zeRm\{0} alj S o N2l

Da alle Summanden immer positiv sind und das Minimum tatséchlich angenommen wird, ist
Vn—1(G) = 0 genau dann, wenn alle Summanden 0 sind, also x, = z, Y{u,v} € E(G). Dies
wiederum ist genau dann der Fall, wenn alle x; einer Zusammenhangskomponente gleich sind.
Solche zu j orthogonalen z € R"™ existieren genau dann, wenn G mehr als eine Zusammen-
hangskomponente hat.

Durch wiederholtes Anwenden dieses Prinzips folgt die Aussage. O

! Bei Kenntnis des Rayleigh-Prinzips ist diese Aussage trivial. Dennoch hier ein Beweis ohne das Prinzip bzw.
ein teilweiser Beweis des Prinzips selbst.



Bemerkung. Durch die Vielfachheit von 0 bestimmt das Spektrum von Lg also die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten eines Graphen — anders als die Adjazenzmatrix.

Auch die Anzahl der Kanten m wird durch das Spektrum bestimmt, da

n n—1
om = Z; d; = tr(L) = Z; vi(G) (%)

Allgemeiner gilt:

Satz 7.1.3. Fir die Laplace-Eigenwerte v1(G) > 12(G) > ... > vy (G) eines Graphen G mit
den Knotengraden dy > do > ... > d, gilt:

k
Y ul@) =D di (k=1,2,...,n)
] i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn k = n.

Beweis. Folgt aus Satz 1.3.2 im Buch bzw. 2.6 im Seminar:
Sei M eine positiv semi-definite Matrix mit Eigenwerten Ay > Ao > ... > A,.

[...] Insbesondere ist A1 + A2 + ... + A, nach unten beschrénkt durch die Summe
der r groften Diagonaleintrage von M. O

Bemerkung 7.1.4. 1. Sei

1o 1

=15 0= wo
k=1

der mittlere Knotengrad. Dann folgt aus (x):

3

n—1

vn-1(G) <d <

Dies kann noch verfeinert werden zu

n

Un—1(G) < n15 und v (G) > A

n— n—1

wobei § und A die minimalen bzw. maximalen Knotengrade sind. Aus der letzten Unglei-
chung folgt ferner 1 > A + 1 falls G kein Nullgraph ist. Gleichheit gilt hier genau dann,
wenn A =n — 1.

Beweis. Aus dem Lemma oben (Rayleigh-Prinzip) ist bekannt, dass

vn-1(G) = R0, oL B (@)

Dies ldsst sich umformen (s. Kapitel 7.3 im Quell-Buch) zu

2
Ty — T
Vn-1(G) = 2n  min Z{“ﬂ’}GPJ(C’)( v) :
Z‘GR”\<]> ZUGV(G’) ZUGV(G’) (l»u _ mv)




Sei nun k£ der Knoten mit dem geringsten Knotengrad, also di = 4. Setzt man dann
y = j — ey, so erfiillt dieser Vektor die Bedingung y € R™ \ (j), also gilt

Z{u,v}eE(G) (Yu — yv)Q

vn—1(G) < 2n
ZuGV(G) ZvGV(G’) (Yu — y0)?
B 2no
C1l-(n—-1)+(n-1)-1
" s
n—1

Ersetzt man das Minimum durch ein Maximum, so gilt die Formel fiir den grofiten Ei-
genwert v (G).

E 2
2 1 E .%'u ,%'U

z€R™\(j) ZuEV(G) ZUEV(G) (Ty — Tp)?

Sei also analog [ der ranghéchste Knoten (also dj = A) und y = j — ¢;, dann gilt

2nA
n(G) = n—1)-141-(n—-1)
= " A O

n—1

2. Satz 7.1.3 kann ebenfalls verfeinert werden: Sei G ein nicht-trivialer, zusammenhéngender
Graph mit Knotengraden d; > do > ... > d, und sei t; die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten des durch 1,2,...,k (also den k Knoten mit den hochsten Réngen)
induzierten Untergraphen. Dann gilt

k

k
u@) =te+ Y di (k=12,...,n—1)
i=1

i=1

Definition. Das Laplace-Spektrum eines Graphen G besteht aus den Eigenwerten v (G), ..., v.(G)
von Lg sowie ihren Vielfachheiten k1, ..., k.. Schreibweise:

<u1(G)’“, o ,VT(G)'%)

Definition. Zwei Graphen heiffen L-kospektral oder L-isospektral, falls sie das selbe Laplace-
Spektrum haben.

Bemerkung. L-kospektrale Graphen haben zumindest die selbe Anzahl Knoten, Kanten und
Zusammenhangskomponenten.

Beispiel. Abbildung 1 zeigt das kleinste Paar von L-kospektralen Graphen. Wir betrachten
die zugehorigen Laplace-Matrizen und -Spektren:

2 -1 0 0 0 -1 2 -1 -1 0 0 0
1 3 -1 0 -1 0 1 2 0 -1 0 0
Lo_|o -t 3 10 1| |10 2 -1 0 0
&1 0 0 -1 1 0 0 =10 -1 -1 4 -1 -1
0 -1 0 0 2 -1 0 0 0 -1 2 -1
-1 0 -1 0 -1 3 0 0 0 -1 -1 2
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(a) Graph Gi  (b) Graph G

Abbildung 1: L-kospektrale Graphen

XLa, (A) = XLg, (A) = A® — 14X° 4+ 73X* — 176X 4 1920 — 72X

Da bereits die charakteristischen Polynome gleich sind ist klar, dass auch das Spektrum gleich
sein muss: Beide Graphen haben das Laplace-Spektrum

<(3+ V5)L, 32,21 (3 — \/5)1,01)
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